
基于次特征值误差补偿和非对称分布的马氏距离改进算法

李国宏,施鹏飞
(上海交通大学图像处理与模式识别研究所,上海 200030)

� � 摘 � 要: � 本文提出了一种有限样本集上基于次特征值误差补偿和优势主向量上非对称分布的马氏距离改进算
法.通过改进的马氏距离, 有限样本导致的次特征值误差得到补偿,样本特征矢量在变换空间的各优势主向量上的投

影分布得到更精确的刻画,因此可以有效地计算最近邻参考矢量.在 UCI手写体数字字符数据库上的识别实验结果表

明,该改进算法对于提高识别性能是有效的.

关键词: � 特征值; 非对称分布; 马氏距离; 误差
中图分类号: � TP391�4� � � 文献标识码: � A � � � 文章编号: � 0372�2112 ( 2007) 04�0747�04

Modified Mahalanobis Distance by Compensation for Errors of
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Abstract: � A modification on Mahalanobis distance on samples of limited size by compensation for errors of non�dominant
eigenvalues and asymmetrical distribution on dominant principle components is proposed. By the introduction of modified Maha�

lanobis distance, one can compute efficiently the nearest neighbor in transformed space, with compensation for errors of non�domi�
nant eigenvalues and more accurate characterization of the projection distribution of feature vector on every dominant principal com�

ponent. Experimental results on UCI dataset for handwritten digit recognition indicate that modified algorithm is effective to improve

the recognition performance.
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1 � 引言

� � 马氏距离是模式识别中一个有效的相似性测度,可
以采用从主向量分析( PCA) 中得到的特征值�特征向量
表达. PCA对描述数据的原坐标系进行正交变换[ 1] ,变

换得到的新坐标值称为主向量,通常采用主向量描述数

据的结构比原坐标系要有效得多.

当可以利用的样本数量有限时, PCA计算的特征值

通常包含误差.因此, 有必要采用改进的马氏距离来计

算未知模式的特征矢量与某类的均值矢量之间的距离,

文献[ 2]采用了对特征值加上偏移量的方法对所有的特

征值进行误差补偿.然而,马氏距离在次主向量(对应于

较小的特征值)上的偏差大于在优势主向量上的偏差,

对主特征值进行误差补偿可能增加类间的相似度,因此

通过以较大的值替换次特征值,减小次主向量空间的距

离偏差,可以减小总体距离偏差[ 3] . 传统的马氏距离是

在多变量正态分布概率密度函数的假设下推导出来的,

因此,如果样本的分布服从多变量正态分布, 马氏距离

被认为是一个合适的测度指标.然而, 研究发现样本的

分布与正态分布有较大的差异,主要表现在类内样本分

布的非对称特性方面.本文从白化变换的角度[ 4]分析改

进的马氏距离,对次特征值进行误差补偿,并且以非对

称模型描述特征矢量在优势主向量上的分布.本文给出

了一个监督学习领域的实例,以支持本文马氏距离改进

算法的有效性.

2 � 特征矢量空间的白化变换

� � 给定某类的 M 个训练样本xk , k= 1, �, M ,其中 xk

 RN ,  �= 1

M !
M

k= 1

x k, PCA对协方差矩阵

�X=
1
M !

M

j = 1

( xj-  �) ( x j-  �) T ( 1)

进行对角化. 为此, 该类的协方差矩阵 �X 被分解为特

征值矩阵与特征向量矩阵的乘积:
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�X= UDUT ( 2)

其中, U是特征向量矩阵,且 UT U= I , D 是由特征值

构成的对角矩阵.令  j 和 !j 分别是协方差矩阵的第 j

个特征值和特征向量.

以 U为变换矩阵,一个 N 维矢量X 可以线性变换

为另一个N 维矢量 Y,相应地, Y可以表示为一个 X 的

函数:

Y= UTX ( 3)

于是有,

�Y= UT �XU= D ( 4)

PCA 是一种正交变换,因此保持欧氏距离特性,即

∀ Y∀2= YT Y= XT UUTX= XTX= ∀X ∀2 ( 5)

正交变换后,可以再对 Y进行另一个D- 1/ 2变换,

使得协方差矩阵变换为单位矩阵 I.

Y= D- 1/ 2UTX= ( UD- 1/ 2)TX ( 6)

�Y= D- 1/ 2UT �xUD
- 1/ 2= D- 1/ 2DD- 1/ 2= I ( 7)

变换矩阵 UD- 1/ 2称为白化变换或白化处理. 变换

矩阵 D- 1/ 2的目的是以 1/  i为比例因子改变主向量

的尺度,该变换意味着在主向量上对样本参数进行规

范化.变换后的距离以下式定义:

d( x )= ∀( UD- 1/ 2)T ( x-  �) ∀
= ( ( UD- 1/ 2)T( x-  �) ) T( ( UD- 1/ 2) T( x-  �) )
= ( x-  �) T UD- 1/ 2D- 1/ 2UT ( x-  �)
= ( x-  �) T UD- 1

U
T
( x-  �)

= ( x-  �) T �- 1X ( x-  �) ( 8)

白化变换不是正交变换,这是因为:

� ( UD- 1/ 2)T UD- 1/ 2= D- 1/ 2UT UD- 1/ 2= D- 1# I ( 9)

因此,该变换不保持欧氏距离特性,即

∀ Y∀ 2= YT Y= XT UD- 1 UTX= X T � - 1X X# ∀ X ∀2 ( 10)

由式(8)可以看出, 白化变换空间的距离实际上就

是未知模式的特征矢量 x 与某类的均值矢量  �之间的
马氏距离,马氏距离是一个用于模式识别的距离测度,

可以采用特征值�特征向量的方式表达如下:

d( x ) = !
N

j= 1

1
 j
( x-  �, !j ) 2 ( 11)

有时,某些类的协方差矩阵是奇异矩阵,因此,计

算马氏距离时,首先需要计算该协方差矩阵的伪逆矩

阵.本质上,采用式 (11)计算马氏距离将不可避免地遇

到( x-  �, !j ) 2/ (  j ) = A / 0的情况.

3 � 次特征值的误差补偿

� � 在许多模式识别问题中, 维数 N 的取值可能非常

大,而只有较少的特征值是主要的,即

 1+ �+  N ! 1+ �+  k � ( k ∀N ) ( 12)

研究表明, 从有限样本集上计算的特征值通常包

含误差.因此,有必要采用改进的马氏距离来计算未知

模式的特征矢量 x 与某类的均值矢量  �之间的距离,
文献[ 2]采用了对特征值加上偏移量 b的方法,即

d( x) = !
n

j = 1

1
 j+ b

( x-  �, !j) 2 ( 13)

然而,研究发现,马氏距离在次主向量的偏差大于

在优势主向量上的偏差. 考虑到对主特征值进行误差

补偿可能同时增加类间的相似度, 因此本文只对相应

的次特征值的误差进行补偿. 通过以较大的值替换次

特征值,可以减小次主向量空间的总体距离偏差. 当采

用式( 14)

k= { n | (  1+  2+ �+  n- 1) / (  1+  2+ �+  N) < thr,

(  1+  2+ �+  n)/ (  1+  2+ �+  N ) ∃thr } ( 14)

选定某类 k 个主特征值后(其中 0< thr % 1�0为主特征
值选择阈值) ,便可采用  k 替换其余N - k 个次特征值

 k+ 1,  k + 2, �,  N ,即,

# i=
 i , � if � i % k

 k , � if � i> k
( 15)

修改后的特征值矩阵采用下式表示:

∃D = diag{ # 1, # 2 , �, # N } ( 16)

然后,修改后的协方差矩阵可以按下式计算:

∃�X = U∃DUT ( 17)

显然 ∃�X 必定是非奇异矩阵,因此改进的距离测度则可
以定义如下:

 d ( x ) = ( x-  �)T ∃�- 1X ( x-  �) ( 18)

上式也可以采用下列的特征值�特征向量表达方式:

 d( x) = !
N

j = 1

1
# j
( x-  �, !j) 2 ( 19)

式( 19)同时从本质上避免了计算时出现( x -  �, !j ) 2/
( # j ) = A / 0的情况.

4 � 非对称分布

� � 传统的马氏距离是在多变量正态分布概率密度函

数的假设下推导出来的, 因此,如果样本的分布服从多

变量正态分布,马氏距离被认为是一个合适的测度指

标.然而,在本文的研究过程中,

发现样本的分布与正态分布有

较大的差异, 主要表现在类内

样本分布的非对称特性方面,

分布的形状由于一些样本变形

较大而被不可思议地改变, 非

对称分布可以采用图 1 所示的

概率密度函数描述.

为了描述非对称分布, 需要估计准方差(见图 1) ,

为此首先定义下列矢量集合 S
+
j 和S

-
j :
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S+j = { uij |  uij ∃0} ( 20)

S-j = { uij |  uij< 0} ( 21)

其中  uij= ( xi-  �, !j )表示 xi-  �( i= 1, 2, �, M)在特

征向量 !j ( j = 1, 2, �, k )上的分量投影, 准方差 ( ∀+j )
2

和( ∀-j )
2定义如下:

( ∀+j )
2=

1

| S
+
j |

!
u  S

+

j

u2 ( 22)

( ∀-j )
2=

1

| S-j |
!
u  S

-

j

u2 ( 23)

采用非对称模型刻画式 ( 14)选定的优势主向量上

的特征矢量分布,对式( 19)改进后的马氏距离采用下列

的特征值�特征向量表达方式:

%d( x ) = !
N

j= 1

1
∀j
( x-  �, !j ) 2 ( 24)

其中,

∀j=

∀+j , if ( x-  �, !j) ∃0 & & j % k,

∀-j , if ( x-  �, !j) < 0 & & j % k,

# j, j > k

( 25)

5 � 实验结果及分析

� � 本文的算法在 UCI数据集
[ 5]
的手写体数字字符数

据库上进行测试.该数据库共包含 5620 个字符样本,本

文将其中训练集中的 3823个样本用于训练,测试集中

其余的 1797 个样本用于测试.图 2( a)和( b )分别给出

了用于训练和识别

的部分样本图像,

表 1给出了每类用

于训练和识别的样

本数量. 为减小图

像的尺寸, 共计算

8 & 8= 64 个像素,

其中每个像素值等

于原图像中 4& 4 块中各像素值之和.基于训练集样本
计算 10 类(0~ 9)字符的次特征值补偿值及优势主向量

的非对称分布参数(准方差) .根据式( 24)计算每一个测

试样本到所有类别均值矢量的距离, 采用最小距离分

类器进行分类决策. 本文的方法在不同的 thr 值 (式

( 14) )下进行识别率测试,结果参见图 3.表 2列出了不

同 thr 取值条件下各类的k 值 (优势主向量的数量) .本

文的方法与现有的一些其它方法进行了识别性能比

较,包括马氏距离,采用欧氏距离为测度指标的 K�NN
算法.比较实验的结果列于表 3 中.

表 1 � 每类用于训练和测试的样本数量

类别 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

训练 376 389 380 389 387 376 377 387 380 380

测试 178 182 177 183 181 182 181 179 174 180

表 2 � 不同 thr 取值条件下各类的 k 值

thr( % )

Class
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

96 10 9 9 12 11 12 8 11 14 13

96. 5 11 10 10 13 12 13 9 12 15 14

97 13 11 11 15 14 15 10 13 16 16

97. 5 14 12 13 16 15 16 11 15 18 17

98 16 14 15 18 17 18 13 17 20 19

99 22 20 21 24 24 24 19 23 26 25

100 64 64 64 47 64 64 45 64 47 64

表 3 � 不同算法的识别率比较( % )

马氏距离
改进的马氏距离 K�NN (采用欧氏距离测度)

thr = 0. 97 thr= 0. 98 K = 1 K = 2 K = 3

94. 71 98. 39 98. 16 98. 00 97.38 97. 83

� � 图 3中的识别率数据表明,本文算法的识别性能随

补偿阈值 thr 的变化而变化, 当 thr= 0�97时, 识别率达
到最大值, 98�39% .其中,对应于 thr = 1�00(即未进行
次特征值误差补偿)的识别率为未采用非对称分布补

偿的识别率,显然等于采用马氏距离的识别率.从表 2

容易看出,各类的优势主向量的个数随 thr 变化,类别

3, 6, 8的原始协方差矩阵是奇异矩阵,因为它们非 0 特

征值的个数小于特征矢量的维数,因此,在计算输入特

征矢量到上述三类的马氏距离时, 需要采用它们各自

协方差矩阵的伪逆矩阵.从表 3可以看出,本文改进的

马氏距离的分类性能明显优于马氏距离, 而且超过采

用欧氏距离为测度指标的 K�NN 算法. 最后应该指出,
在识别阶段本文的算法与其它方法相比, 不需要额外

的计算开销.

6 � 结论

� � 本文提出了一种有限样本集上基于次特征值误差
补偿和优势主向量上非对称分布的马氏距离改进算

法.通过改进的马氏距离, 有限样本导致的次特征值误

差得到补偿, 样本特征矢量在变换空间的各优势主向

量上的投影分布得到更精确的刻画,因此可以有效地

计算最近邻参考矢量. 本文的算法在 UCI 手写体数字

字符数据库上进行识别实验, 在单特征矢量单分类器

的条件下,识别率达到 98. 39% ,且识别时不需要额外

749第 � 4� 期 李国宏:基于次特征值误差补偿和非对称分布的马氏距离改进算法



的计算开销, 表明该改进算法对于提高识别性能是有

效的.
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